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K. Semenov 
 

Conditions of the existence of Backlund transformations 
for the evolution-type PDEs of the third order 

with one dimensional variable 
 
Evolution-type partial differential equations of the third order with 

one dimensional variable and their associated geometrical structures are 
studied. The invariant interpretation in terms of differential geometry is 
given to the Backlund transformations and Backlud mappings. The condi-
tions for such equations to possess these transformations and mappings 
are found. 
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Теорема лиувиллева типа о проективном отображении 
полного риманова многообразия 

 
Доказывается «теорема исчезновения» для проек-

тивного диффеоморфизма полнoго риманова многооб-
разия. При доказательстве будет использована извест-
ная Lp-лиувиллева теорема Яу об ограниченных функ-
циях на полных римановых многообразиях. 
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Введение 

 
Теории проективных или по другой терминологии геоде-

зических отображений римановых многообразий более ста 
лет, тем не менее исследование этих отображений актуально и 
в настоящее время (см., например: [1—3]). 

Так, например, в статье [4] было доказано, что проектив-
ный диффеоморфизм    gMgMf ,,:   полного риманова 

многообразия  gM , , который удовлетворяет условию 

RicRicf   для тензоров Риччи метрик g и g  соответствен-

но, является аффинным отображением. 
В настоящей статье мы докажем теорему, дополняющую 

данный результат. Для доказательства будет использована из-
вестная Lp-лиувиллева теорема Яу (см. [5]). При этом диф-
феоморфизм многообразий одной и той же размерности, кото-
рый задается в общей теории сопоставлением точек с одина-
ковыми локальными координатами, мы заменим тождествен-
ным отображением многообразия на себя. 

Данная работа является продолжением исследований, 
начатых в статье [6]. 

 
1. Проективные отображения 
полных римановых многообразий 

 
Две римановы метрики g и g  на n-мерном связном много-

образии М называются геодезическими или, по другой терми-
нологии, проективно-эквивалентными, если тождественное 
отображение Id: (M, g)  (M, g ) является геодезическим или, 

иначе, проективным (см. [7]). В этом случае каждая геодезиче-
ская метрики g является (с точностью до параметризации) гео-
дезической метрики g . Напомним также, что метрики g и g
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называются аффинно эквивалентными, если их связности Ле-

ви-Чивита   и  совпадают. В этом случае тождественное 
отображение Id: (M, g)  (M, g ) является аффинным или, по 

другой терминологии, вполне геодезическим (см.: [8]). 
Хорошо известно, что метрики g и g  проективно эквива-

лентны тогда и только тогда, когда выполняются уравнения 
(см.: [9, с. 163]) 

 
  

           
,

2 , , ,

Z g X Y

g X Y d Z g X Z d Y g Y Z d X

 

    
 (1) 

для произвольных TMCZYX ,, и 

 
 

1
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2 1 det
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d d
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 
    

 .  (2) 

Обозначим через gdV  и gdV  элементы или, по другой тер-

минологии, n-формы объемов метрик g и g , которые в локаль-

ных координатах пхх ,...,1  определяются равенствами gdV = 

  n
ij dxdxgdet  ...1  и gdV   n

ij dxdxgdet  ...1  соот-

ветственно (см.: [10, с. 260]). Тогда из (2) заключаем, что 

   1
ln

1 g gC dV dV
n




   (3) 

для произвольной постоянной С > 0. 
Замечание. Напомним, что для любого связного многооб-

разия M существует ориентируемое многообразие ,М  которое 
двулистно накрывает M (см.: [11]). Это позволяет нам рас-
сматривать формы объема gdV  на М и интегрировать по мно-

гообразию М в случае, если оно ориентировано. 
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Как следствие уравнений (1) имеем равенства (см.: [9, 
с. 165]) 

   1Ric Ric n d d d          (4) 

для тензоров Риччи Ricи Ricметрик g и g соответственно. Ес-

ли свернуть левую и правую части (3) с компонентами тензора 

 ijgg 1 , то получим уравнение Пуассона вида 

   21
,

1
s s d

n
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
    (5) 

где   dtraceg  — оператор Лапласа — Бельтрами ска-

лярной функции (3),   ddgd ,
2  , Rictraces g  — ска-

лярная кривизна метрики g и Rictraces g  — скалярный ин-

вариант на М. 
 

2. Основной результат 
 

Яу доказал [5], что уравнение Пуассона uf  log  не 

имеет отличных от постоянных Lp-решений для всех 0 <p< 
на полном римановом многообразии (М, g) для ограниченной 
снизу функции u такой, что  

M gdVu0 . В нашем случае 

    2
1

1

1 dnss
n

n
u 




  , где скалярная функция 

  0,
2   ddgd , а потому она ограничена снизу на М. 

Потребуем дополнительно, чтобы разность ss   была огра-

ниченной снизу функцией и при этом    
M gdVolss0 , 

тогда функция (3) по теореме Яу будет постоянной, если 

 gg dVdV  gMLр ,  для некоторого 0 < p < . В этом слу-



Дифференциальная геометрия многообразий фигур 

114 

чае из (1) последует, что 0 g , то есть метрики g и g  явля-

ются аффинно эквивалентными. А потому справедлива 
Теорема. Пусть М — связное некомпактное многообра-

зие, аg и g  будут проективно эквивалентными метриками на 

Мтакими, что g — полная риманова метрика и  g gdV dV 

 gMLр ,  для некоторого 0 <p<. Если разность ss   бу-
дет ограниченной снизу функцией на М и при этом 

   
M gdVolss0 , то с необходимостью g и g  — аф-

финно эквивалентные метрики. 
 
Авторы выражают благодарность РФФИ за поддержку иссле-
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Liouville type theoremabout projective mapping 
of complete Riemannian manifold 

 
In the present paper we prove a vanishing theorem for projective dif-

feomorphisms of a Riemannian complete manifolds. We will use the 
well-known Yau Liouville type theorem for complete Riemannian mani-
folds. 

 
Key words:complete Riemannian manifold, projective diffeomorphism. 
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Инверсия скрещенного колпака и римской поверхности 
 

Если вдоль некоторой замкнутой кривой на поверх-
ности локальная ориентация в касательном простран-
стве меняет знак, то поверхность называется односто-
ронней. Простейшей односторонней поверхностью яв-
ляется лист Мёбиуса. К односторонним поверхностям 
относится также скрещенный колпак, римская поверх-
ность, скрещенный колпак с крышкой являются моде-
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